Kapitel 10

Anhang: Mathematische
Grundlagen

10.1 Graphen

10.2 Mengen

Eine Menge enthalterschieden&lemente (oder Objekte) und die wichtigste Frage bei Mengen
ist, ob ein Element in einer Menge enthalten ist oder nichciNder Reihenfolge der Elemente
wird nicht gefragt. Jedes Element ist, wenn es zu der Menbérgéeliebig oft in der Menge
vertreten.

» Mengen werden mit geschweiften Klammerhgeschrieben.

» Die Anzahl der (verschiedenen) Elemente nennt man die NMidit einer Men-
ge. WennlM eine Menge ist, dann schreibt man fuir die Machtigkeft .

» Eine Menge die Uberhaupt keine Elemente enthalt, heif lgkenge. Hierfir
schreibt marf) oder{(} oder{}.

* Wennz ein Element der Meng#/ ist, schreibt mamn: € M.
— sprich: x ist Element der Menge M
» Wennz nicht in der MengeV/ ist, schreibt man: ¢ M

— sprich: x ist kein Element der Menge M

Mengen werden in diesem Buch haufig fir Definitionen von Memah(Turingmaschinen, Au-

tomaten, usw.) benétigt.
Der Leser mache sich den Unterschied zu Tupeln klar. AuflTipg weiter hinten im Anhang

eingegangen.
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» Beispiele fir Mengen

Beispiel Beschreibung Méchtigkeit
A=1{1,2,3,4,...} die Menge der natirlichen Zahlen |A] = o0

B =1{2,4,6,...} alle geraden Zahlen |B| = o0
C={1,2,3,4} die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 4C| = 4

D =1{1,3,5,7,9} alle ungeraden Zahlen kleiner 10 |D| =5
E=0 die leere Menge |E| =0

Die MengeC enthélt das Element 2 aber nicht das Element. Das schreibsma

2e M
5¢ M

Die MengeD enthalt mehr Elemente als die Men@ed. h. die Machtigkeit der Menge
D ist groRer als”'. Das schreibt man so:

IC| < |D|

10.2.1 Mengenoperationen

10.3 Das Rechnen mit dem Summenzeichén

Dieser Abschnitt behandelt die Uberaus niitzliche Scheigevfir Summen, mit deren Hilfe
sich endliche Summen sehr kompakt aufschreiben lassenSamenzeichen wird mit dem
griech. Buchstabel® (sprich "Sigma”) geschrieben. Die Summenschreibweisket slabei auf
den ersten Blick komplizierter aus, als sie tatsachlich ist

Fur die Summe aus n Summanden

air+az +asz+ ...+ an-1+an
schreibt man:
>a
k=1
Dies liest man dann folgendermalf3en:

Summe uUber alle, von k gleich 1 bis n

¢ k nennt man den Summationsindex,
« 1 ist hier die untere Summationsgrenze
« nist die obere Summationsgrenze.

Allgemein formuliert lautet die Anweisung fur ein Summeichen der Form >~ ay:

k=ng

Erteile dem Indexk der Reihe nach alle Werte vam, bis n und addiere die dabei
jeweils unter dem Summenzeichen entstehenden AusdiiickBie Summandeny,
sind dabei beliebige Ausdriicke, die irgendwie von k abhérkganen.
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Losung:
9
D i=44+5+6+7+8+09.
=4
Ldsung:
6
> 2-k=2+4+6+8+10+12.
k=1
Losung:
6
> @n—1)=1+43+5+7+9+1L
n=1
Losung:

DK+ =EA+T7)+(9+7) + (16 + 7) = 50.

Kommt der Summationsindex im Ausdruck hinter dem Summehzegi gar nicht vor, dann
muss man fir jeden Wert vanimmer den gleichen Ausdruck als Summanden schreiben.

4
2 2 2 2 2
E a =a"+a" +a" =3a”.
k=2

Der Summationsindek taucht nicht bei den Summanden auf. Deshalb wird der
Summand lediglich 3 mal mit sich selbst addiert.

Fir das Rechnen mit dem Summenzeichen gelten eine ReiheegairRderen Richtigkeit
sich dadurch zeigen lassen, dass man den Ausdruck mit derm&umeichen jeweils durch die
Summe, die er darstellt, ersetzt.

Es gelten die folgenden Regeln:
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« Summationsindex: Man kann jederzeit den Buchstaben filirSienmationsindex durch
einen anderen nicht benutzten austauschen.

* Man kann den Summationsindex, z. B. den Inélegtwa durchk + 3 ersetzen. Dazu mis-
sen die Summationsgrenzen und die Ausdriicke hinter dem $omeithen entsprechend
abgeéndert werden.

Alle drei Ausdriicke sind gleichwertig, denn es ergebendias + as + a4 + as. In
der letzten Summe wurde die untere und obere Summatiorzsguen drei erniedrigt.
Dafiir musste der Index fir den Summanden um drei erhéht weuhe die selbe

Summe zu ergeben.

Die folgenden Eigenschaften lassen sich verstehen, wenrdia&ummen ausschreibt und
umsortiert.

St b= (b
k=ng Jj=ng k=ng
Ein konstanter Faktor (hief) l&sst sich aus der Summe herausziehen:

n n
C- E ai = E Ccag

k=ng k=ng

In vielen Formeln tauchen auch mehrfache Summen auf. Eiddok der Form

2 3
PIPIL
k=1j=1
bedeutet dabeErteile zunéachst dem Index j alle Werte von 1 bis 3 und schrgi® Summanden
hin. Anschlieend erteile dem Index k alle Werte von 1 bistPvenvielfache so die Anzahl der
Summanden.
Dies ergibt dann folgendes Ergebnis:

2 3 2
Z Z ak Z arb1 + arbz + arbs) = a1br + a1b2 + a1bs + a2b1 + a2b2 + a2bs.

k=1 j=1

Abschlief3end gehen wir noch auf das Produkt zweier Sumnmeratch hier gilt, dass sich
die Eigenschaften durch Ausschreiben der Summen beweiserek.

PIEDIETED BB
k=ng j=mg k=ng j=mgo
m
Wenn das Produkt in der ForrrE xr Y. yr gegeben ist, dass in beiden Summen der glei-
k=ng k=mg
che Summationsindex verwendet wird, so muss man vor Bildlerngddoppelsumme einen der
Summationsindices umbenennen, wie das folgende Beispt z

LTS SFTED Sl SETH

k=ng k=mg k=ng j=mg
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10.3.1 Quiz
Welche Aussage(n) sind richtig?
4
1L S (n?41)=22
n=2
2
2. > (n+1)(n—-1)=3
n=1
3
3. 3 5a = 15a°
k=1
3 3 3 3 3 3
4 Y kY k=3 k) j=3 > kj
k=1 k=1 k=1 j=1 k=1j=1
Berechne

1. iz;(—ni(z’ +1)

M-

2. (=1 (G +1)

k=0

10.4 Vektoren und Matrizen

Das Rechnen mit Vektoren und Matrizen wird in diesem Buclobgh um Quantenalgorithmen

nachvollziehen zu kénnen. Wir fassen wichtige Eigenselafon Vektoren zusammen und fuh-
ren Matrizen ein. Dieser Abschnitt ist keine Einflihrung i@ dektorrechnung, sondern lediglich
eine Zusammenstellung von Elementen der Vektor- und Matrechnung, die fur dieses Buch
nutzlich sind.

Vektoren

Vektoren kann man nach der Anzahl ihrer Komponenten urtieiden. Aul3erdem kann ein Vek-
tor in Spaltenform oder in Zeilenform vorliegen.

Ein Vektor mit zwei Komponenten in Spaltenfora:= ( Zl )
2

ai
Ein Vektor mit drei Komponenten: in Spaltenfortdh= | a2
as
a1
az
as
a4
Wenn wir die Vektoren in Zeilenform darstellen, kann marsdierch einen Index “T” kenn-
zeichnen.
Ein Zeilen-Vektor mit zwei Komponented” = (a1, az)
Ein Zeilen-Vektor mit drei Komponente@” = (a1, a2, a3)
Ein Zeilen-Vektor mit vier Komponente@” = (a1, a2, as, a4)

Ein Vektor mit vier Komponenten in Spaltenforia:=

Vektoren sind gerichtete GroR3en, die die folgenden Eideafsen haben:
1. Vektoren haben eine Lange
2. Vektoren haben eine Richtung.
3. Vektoren haben einen Richtungssinn.
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Grafisch kann man zwei- und dreidimensionale Vektoren difefle darstellen. Fur vier oder

noch mehr Dimensionen kann man zwar keinen Pfeil mehr zeichtennoch gibt es manch-
mal anschauliche Beispiele, wie wir weiter unten noch zeigerden. Rechenoperationen sind
nur zwischen Vektoren definiert, die die gleiche Anzahl vanrponenten haben. Die Additi-

on, Subtraktion oder das Skalarprodukt ist fiir Vektorenbmeltebiger ganzzahliger Dimension

definiert. Wir notieren hier die Rechenregeln einmal flidireensionale Vektoren.

Arbeiten mit Vektoren

Cc1 a1 + by ai b1
e Additionc= | c2 =| az+b2 =\ a |+ | b2
c3 as + bz as b3
Cc1 ay — bl a1 bl
o Subtraktionc= | c2 | = ac—b2 | = a2 | = | b2
Cc3 asz — b3 as bS
al b1
o Skalarproduktz =a-b=| a2 | | b2 | =a1-bi+az-b2+asz-b3
as bg

Mit Hilfe des Skalarproduktes kann man die Lange von Vekidmestimmen, oder Winkel
zwischen Vektoren berechnen.

« L&nge eines Vektors. Die Lange (oder Norm) eines Vektons kait Hilfe des Skalarpro-

a a
duktes berechnet werdeit:=d-d@= | az |- | a2 | =a?+4a2+d3
as as

Die Wurzel aud? ist dann die Lange des Vektois= /@ - @

Bei der Addition und Subtraktion ist das Ergebnis auch wieiteVektor. Bei dem Skalarprodukt
allerdings nicht. Das Skalarprodukt ordnet zwei Vektoree &ahl zu.

Die Norm (oder Lange) eines Vektarsst die Wurzel aus dem Skalarprodukt.

ISIE

l=va-

Da¢ = 1, also z. B.iZ = 1, erhdlt man, wenn man einen Vektor durch seine eigene Lange
teilt einen Vektor der Lange eins. Dabei wurde der Vektohnierdreht, so dass die Richtung
und der Richtungssinn weiter erhalten bleibt. Der Vektordeuediglich kleiner (oder gréRer),

so dass die Lange (Wurzel aus dem Skalarprodukt) eins ergibt

Einen Vektor, der die Lange eins hat, nennt man normiert.
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» Beispiel: Vektoren in der Ebene

Berechnen Sie die Summe, Differenz und das Skalarprodukfedeoren

Fur das Skalarprodukt ergibt sich:

ab
4
<7) < ):4-2+7~8:8+56:64

Das Skalarprodukt ist die Zahl 64.

» Beispiel: Lange eines Vektors
Berechnen Sie die Lange des Vektors.

(3

Lésung: Wir bilden das Skalarprodukt a

4 4
(7 ) . ( 7 ) =4-447-74+2-2=164+49+4 =69
2 2

Die Langel ist die Wurzel aus dem Skalarprodukt:

l=+v69~83

383
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» Beispiel: Normierung eines Vektors

Normieren Sie den Vektat.
3

a=| 4
5
Lésung: Zuerst muss die Lange bestimmt werden. Dazu bildeauerst das Skalar-
produkta - @

3 3
4 |- 4 | =3-3+4-44+5-5=9+16+25=50
5 5

Die Langel ist die Wurzel aus dem Skalarprodukt:
=50

Wir teilen durch die Lange und erhalten so den normierteridreer zeigt in die selbe
Richtung.
I

g:—a:

50

E‘H
(@)

(S
ag-al
ol ol ©

Basisvektoren

Wenn man in der Ebene zwei normierte Vektoren hat, dereragkaldukt 0 ergibt, dann kann
man mit Hilfe dieser beiden Vektoren alle anderen Vektoretier Ebene besonders einfachdar-
stellen.

Die folgenden beiden Vektoren erfiillten alle gewiinschtgyeischaften:

-(2) o=()

Denn es gilte; = v/12 4+ 02 = 1undéz = v/02 + 12 =1, sowieéi -é3=1-04+0-1=0.
Fur einen beliebigen Vektor gilt nun:

~(1)=n(3) ()

Wenn klar ist, das man immer diese zwei Vektoren verwenaety dagt man die beiden Vektoren
bilden eine Basis fir alle anderen Vektoren und kann einéalidgen Vektor lediglich mit der
Angabe der Komponente klassifizieren. Das kartesischedfwatensystem in der Ebene kann
man so interpretieren: Der Vektet zeigt vom Ursprung in Richtung der positiven x-Achse und
é5 zeigt in die Richtung der positiven y-Achse. Wir halten fest

In der Ebene bilden die beiden Vektorénunde; eine Basis. Durch Sie kann man alle
Vektoren in der Ebene besonders einfach darstellen.

So ein Basis nennt man auch “VONS”. Das steht fur vollstéesli@rthonormalsystem. Vollstan-
dig, weil man alle Vektoren der Ebenen hiermit darstellenrkadrtho von Orthogonal (senk-
recht), weil die Vektoren senkrecht aufeinander stehemmdbvon normiert, d. h., die Lange
der Basisvektoren soll eins sein.
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Basisvektoren im Raum

Im Raum bilden die folgenden drei Vektoren ein “WVONS”. Dieschim Aufgabenteil gezeigt.

1 0 0
el = 0 €5 = 1 €3 = 0
0 1

Matrizen

Eine Matrix ist eine rechteckiges Zahlenschema. Ahnlica aine Tabelle besitzt eine Matrix
eine bestimmte Anzahl von Zeilen und Spalten. Die Eintréagke( Elemente) der Matrix las-
sen sich deswegen durch die Angabe der Zeilen- und Spalteneu eindeutig zuordnen. Das
Rechnen mit Matrizen hat einen groRen Anwendungsbereithz&gen hier, wie man Glei-
chungssysteme durch Matrizen beschreiben kann. Im Kapitehtencomptuter werden Gatter
durch Matrizen dargestellt.

Das Element:;
ail a2 Qi3 steht in der
a21 Q22 a23 ~ und

Eine Matrix ist ein Rechteckiges Zahlenschema. Die Eimtidgr Matrix nennt man Elemente.

Element
a.i i Der erste Index ist der Zeilenindex.

Der zweite Index kennzeichnet die Spalte.

Will man eine Matrix allgemein beschreiben, dann benutzt indices, um die Zeile und Spalte
der Eintrage festzulegen. Der Zeilenindex istimmer detedrsdex.

Es ist wichtig den Typ einer Matrix bestimmen zu kdnnen, waban darunter die Anzahl der
Zeilen und Spalten einer Matrix versteht.

3 Zeilen und 3 Spalten
= Matrixtyp3 X 3
(sprich: drei Kreuz drei)

a a ailr a2 ais a a a
11 12 11 12 13
A= ( ) A= a2 a2 ass A= ( )

az1 a22 az1 a2 ass3
asi asz2 ass

—_———
2 Zeilen und 2 Spalten - 2 Zeilen und 3 Spalten
= Matrixtyp 2 x 2 3 Zeilen und 3 Spalten = Matrixtyp2 x 3

= Matrixtyp3 x 3

Ein Vektor in der Ebene< Zl ) ist vom Typ2 x 1 und damit ein Spezialfall einer Matrix.
2

Spaltenvektoren mit Komponenten sind vom Typ x 1. Zeilenvektoren sind vom Typ x n.
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Einheitsmatrix

Eine Matrix, bei der alle Elementg; = 1 sind und alle anderen Elemente nur noch Nullen sind,
nennt man eine Einheitsmatrix (entilentitymatrix).

1 0 0 O
1 0 0
10 01 00
I = (o 1) S B B F R
SN—— 0 0 0 1
2X2 N N e’
Einheitsmatrixlo 3x3 4 x 4

Einheitsmatrix/ 3 L )
Einheitsmatrix/ 4

Die transponierte Matrix

Eine Matrix, die entsteht, indem man alle Zeilen und Spatiaer gegebenen Matrix vertauscht,
nennt man eine transponierte Matrix. D. h., das Elemgntird zum Element.;;. Transponierte
Matrizen werden im Allgemeinen durch ein hochgestelltesskeginzeichnet, d. h., wenn eine
Matrix M gegeben ist, dann igt’” die transponierte Matrix, die durch Vertauschen alleréteil
und Spalten entsteht.

ailr a2 ais ail1 a1 asi

T

M= a2 a2 a3 = a2 ax ax| =M
a31 asz2 33 a13 az3 as3

» Beispiel: Transponierte Matrix
Wie lautet die transponierte Matrix von M?

1 2 3
M=|4 5 6
7 8 9
Losung:
1 4 7
MT=|(2 5 8
3 6 9

Einheitsmatrizen sind mit ihrer transponierten identisd. h., es giltl, = I fir alle Ein-
heitsmatrizen.
Fur Vektoren gilt:

V=1ax <:>VT:(a11 a21 a31)

Zeilenvektor und ein Spaltenvektor lassen sich also durahsponieren ineinander umwandeln.

Zeilenvektoren und Spaltenvektoren von Matrizen

Wir betrachten die folgende Matrix.
1 2 3
M=14 5 6
7 8 9

Aus der ersten Zeile kdnnen wir hier den Zeilenvekfor= (1,2, 3) ablesen. Entsprechend
ergibt sich der Zeilenvektofz = (4, 5,6) aus der zweiten unds = (7,8,9) aus der dritten
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Zeile.
Wir kdnnen auch aus den Spalten Vektoren bilden.
Die drei Spaltenvektoren lauten:

1 2 3
$1 = 4 1,8 = 5 unds3 = 6
7 8 9

» Vektoren aus Matrizen
Wie lautet der zweite Zeilenvektor und der dritte Spaltétwe?

21 22 23
M=124 52 26
27 28 29

Lésung: Die zweite Zeile enthélt die Elemente 24, 52 und 2BoAgilt: z53 =
(24,52, 26).

23
Die dritte Spalte enthalt die Elemente 23, 26 und 29. Alsb gil= | 26

29

» Vektoren aus Matrizen
Berechnen Sie das Skalarprodukt aus dem zweiten Zeilesvektl dem dritten Spal-

tenvektor.
21 22 23
M= |24 52 26
27 28 29
Losung:
Die zweiter Zeilenvektor istzz = (24, 52, 26).
23
Die dritte Spalte ists; = | 26
29
Das Skalarprodukt ist dann:
23
25 - 3 = (24,52, 26) - 26 =24-23+52-26+ 26 - 29 = 562713216
29

Die Interpretation von Zeilen- und Spaltenvektoren inatishvon Matrizen, sowie die Skalar-
produktbildung von Zeilen- und Spaltenvektoren wird imh&ten Abschnitt nitzlich sein, denn
fur die Produktbildung zweier Matrizen wird sie benétigt.

Matrixmultiplikation

Die Matrixmultiplikation ist die wichtigste Verknupfunglie wir hier besprechen. Allerdings
kann man nicht jede beliebige Matrix mit einer anderen Matrultiplizieren, denn es gilt:

Matrix Matrix Ergebnis
A . B = C
Matrixtyp n xk kxm nxm
k Spalten! k Zeilen! = Berechnung méglich!

Das bedeutet vor jeder Matrixmultiplikation miissen zue€list Typen bestimmt werden. Nur
wenn die Anzahl der Spalten des ersten Faktors mit der ArdahZeilen des zweiten Fak-
tors Ubereinstimmt ist die Matrixmultiplikation Gberhawgefiniert. Das Ergebnis ist dann eine
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Matrix, deren Zeilenzahl mit der ersten Matrix und derenl@®panzahl mit der zweiten Matrix
Ubereinstimmt.

» Beispiel: Typbestimmung
Welche Matrizenmultiplikationen sind mdglich? Von welah@yp ist das Ergebnis,
falls die Multiplikation definiert ist?

7

8

9

1 2 3 1 4
a)[4 5 6]-|2 5
7 8 9 3 6

1 7
AREHHEEE.
6 9

12 2 5 8
A5 613 6 9
7 8
1 2 3 2 5
d) (5 6 34> ' (3 6>
Losung:
Matrixtyp Ergebnis
a) (3x3)-(3x3) ~ 3 x 3Berechnung mdglich!
b) (2x3)-(3x2) ~ 2 x2Berechnung moglich!
c) (83x2)-(2x3) ~ 3 x 3Berechnung mdglich!
d (2x3)-(2x2) ~ Berechnung nicht méglich!

Wir wissen nun, wie man prift, ob eine Matrizenmultiplikatimdglich ist. Falls sie méglich ist,
kennen wir auch bereits die Anzahl der Elementeder Ergebnismatrix. Fir jedes zu berech-
nende Element wird das Skalarprodukt gebildet. Und zwafadgénde Weise:

Die Produktmatrix (oder Ergebnismatrix) der Matrizen A i tezeichnen wir mitC':

C=A-B
Die Matrix C besitzt die Elemente;.

Fur die Berechnung derc;y, gilt:

Dasc;-te Element der Ergebnismatrix ist das Skalarprodukt amsiden Zeilenvektor
der Matrix A und demk-ten Spaltenvektor der Matrix B.
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» Matrixprodukt
Berechnen Sie das Matrixproduldt- B.

(D)5 Y

C=A-B
Die Ergebnismatrix C ist vom Typ x 2, also gilt:

C11 C12 _ 1 2 . 5 6

co1 ca2)  \3 4 7 8
Um diec;x zu finden, muss man jeweils das Skalarprodukt aus dem Zekemwon A
und dem Spaltenvektor von B bilden.

Losung:

011:(1,2)-<?>:1-5+2 7=21
6
012—(1,2)-(8):1~6+2 8 =22
5
021:(3,4)~(7):3 54+4-7=143
6
622:(3,4)~<8>:3 6+4-8=42
Also gilt:
21 22\ (1 2 ) 5 6
43 42)  \3 4 7 8
Also ist

Die inverse Matrix

Eine Matrix B ist zu einer Matrix A invers, wenn die Matrixntiplikation (A - B) als Ergebnis
die EinheitsmatrixZ,, ergibt. Die Inverse einer Matrixl bezeichnet man meistens it
Danngiltl, = A- A~
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» Inverse
Zeigen Sie, dass A und B zueinander invers sind.

1 2 =2 1
A= <3 4)’ b= <3/2 —1/2)
. . 1 0
Lésung: Das Matrixprodukt mugs = (0 1> ergeben.
1 2 ) —2 1
3 4 3/2 —1/2
o (e ez _ 12\ (-2 1
C21 C22 3 4 3/2 —1/2

:>cu:(1,2)~< 3_/22 ) =1-(-2)+2-(3/2)=1
:cm:(m)-( _11/2 ) —1.142-(-1/2) =0
:CZ1=(374)-< 3_/22 ) =3-(-2)+4-(3/2)=0
:@2:(374)-( _11/2 ) =3-1+4-(-1/2) =1

_(c1 c2\ _ (1 O
:I2_<C21 622)_<0 1)

Nicht jede Matrix hat eine Inverse. Wenn eine Inverse Mattixeiner Matrix A existiert, dann
nennt man A regular. Wenn die Matrix A keine inverse Matrisitet, dann nennt man A singular.

Matrizen und Gleichungssysteme

Wir zeigen, wie man mit Hilfe von Matrizen Gleichungssyseeliisen kann. Dazu muss in einem
ersten Schritt ein Gleichungssystem durch Vektoren undikéat ausgedriickt werden.

2-x+4-y="7
3-x+5-y=9

-6(:)-(3)

Die Koeffizienten wurden hier in einer Matrig (x 2) zusammengefasst. Die Variablemundy
werden zum Ldsungsvektor zusammengefasst. Die Zahlen 9 wedden auch zu einem Vektor
zusammengefasst.

Wenn man die Matrix und den Lésungsvektor miteinander ipligtert, erkennt man wieder die
Zeilen im Gleichungssystem.

2 4 =
3 5 Y
2z 4+ 4y
:><3:c+5y>
=2z + 4y
=3z + 5y
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Zusammenfassend kdnnen wir damit das Gleichungssysteohseitsen:

2-x+4-y="7
3-x+5-y=9
-(3)(5)-(3)
3 5 y 9
= A-X=B
MitA:G g),X:<z)undB:<g)

Damit haben wir gezeigt, dass man ein Gleichungssystem ini2daform ausdriicken kann.
Dadurch lassen sich dann Methoden der Matrizenrechnungtd®mm um Gleichungssysteme
systematisch zu untersuchen. Bevor wir das machen, zeigemeh, wie man die Determinan-
ten einer Matrix berechnet.

Determinanten

Die sogenannte Determinante ordnet jedex n-Matrix eine Zahl zu. Wir erlautern nicht die
Theorie, sondern zeigen lediglich wie man fiir Matrizen e#¥/ert berechnet. Die Mdglichkeit
Determinanten zu berechnen, wird sich insbesondere fik@ieng von Gleichungssystemen
als nutzlich herausstellen. Betrachten wir 2lig 2-Matrix:

a b
= (2 4)
Die Determinante von A bezeichnen wir mit dét Um die Matrix von der Determinante zu
unterscheiden werden senkrechte Strichmrstelle der Matrixklammer() verwendet.

detA:‘a b‘:ad—bc
c d

Um die Determinate zu berechnen, multipliziert mamit d und subtrahiert das Produkt ven
undd.

» Berechnung der2 x 2-Determinante
Berechnen Sie die Determinante der Matrix A.

= 3

3 4
2 5

Losung:

detA:‘ ‘:3-5—4-2:7

Die Determinante einer3 x 3-Matrix

Fir eine3 x 3-Matrix A gilt die Formel

a11  aiz ai3
det A =det | a21 a2 a3
asi as2 ass

= +ai11(a22a33 — az3as2) — ai2(az1a33 — az23as1) + a1z(az21a32 — azzas1)
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Diese Formel kann man sich schlecht merken. Man erhélt diesael, wenn man die Berech-
nung der Determinante eingix 3-Matrix auf die eine x 2-Matrix zurtickfiihrt. Das geschieht,
indem man dre2 x 2-Matrizen wie folgt bildet.

+a11 (a22a33 — az3as2) —ai2 (a21a33 — az23as1) +ais (az21a32 — az2a31)

a22 a23 a21 a23 a21 a22
a32 a33 a31 a33 a31 a32
S—- S—- N——
det Aqq det A1o det A3

+a11det Ai1 — aizdet Aig + ai3 det A

Es gibt eine einfache Merkregel, wie sich die DeterminantenA;;, det A12 und det A;3
zusammensetzen. Die Koeffizienten der Determinanten se&lémente der ersten Zeile der
Matrix, wobei der zweite Koeffizient ein negatives Vorzeinhbekommt. Man erhalt die zuge-
horige Determinante eines Koeffizienten, indem man dieeZigild die Spalte streicht, die der
Koeffizient reprasentiert. Die Zahlen die dann noch tbsidan, bilden di€ x 2-Determinante.

det Ay3 ergibt sich durch Streichen der ersten Zeile und der dribjeste.

= det A = +a11det A11—a12 det Aio+a13det A1

Die Determinantemlet A;; nennt man auch die Unterdeterminanten der Determirduttel.
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» Berechnung der3 x 3-Determinante
Berechnen Sie die Determinante der Matrix A.

1 2 3
A=14 5 6
7 8 9
Losung:

= det A = +a11det A11—a12 det A1a+a13 det Aq3
Wir berechnen zuerst die Unterdeterminanten:

5 6
detAn =g o/=5-9-6-8=-3
4 6
detAiz=|, ol=4-9-6-7=—6
4 5
detAiz= | ol=4-8-5.7=-3
=detA=1-(—3)—2-(—6)+3-(—3)=0

Homogene und nichthomogene Gleichungssysteme

Wie sieht die Lésungsmenge linearer Gleichungssystem&)la@s?

Fur jedes Gleichungssystem trifft einer der drei folgenBéte zu:

1. Lineare Gleichungssysteme haben entweder keine Lésung.

2. Oder sie haben genau eine Lésung.

3. Oder aber sie haben unendliche viele Lésungen.

Wenn der Vektob nur Nullen enthalt, nennt man das Gleichungssystem homagfenn der
Vektor b auch von 0 verschiedene Eintrage enthalt, dann nennt maaldehiungssystem inho-
mogen. Jedes lineare Gleichungssystem (LGS) ist entwedeoden oder inhomogen.
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» homogenes oder inhomogenes Gleichungssystem
Bringen Sie das lineare Gleichungssystem (LGS) auf die Form

A-x=Dhb

und entscheiden Sie, ob es sich um ein homogenes oder inkeoe®&leichungssys-
tem handelt.
—44+2/3-z+4-y=0

+5-y=9—=z
Ldsung:
Durch Umformen erhélt man:

=2/3.x+4-y =4

=r+5-y =9

(23 N (=) _ (4
1 5 vy ) 9
Da der Vektorb von Null verschiedene Eintrage enthalt, handelt es sich ianmao-
mogenes Gleichungssystem.

» homogenes oder inhomogenes Gleichungssystem
Bringen Sie das lineare Gleichungssystem (LGS) auf die Form

A-x=b
und entscheiden Sie, ob es sich um ein homogenes oder inkoe®&leichungssys-
tem handelt.
—4-24+3-2+4-y=0
94+2.-24+5.y=9—=x
z—T7+5.y=7-3-z
Ldsung:

Durch Umformen erhalt man:
3-x+4-y—4-2=0
z+5-y+2-2=0
3-z+5-y+2=0

(5 )

Da der Vektorb nur aus Nullen besteht (sogenannter Nullvektor), handeftieh um
ein homogenes Gleichungssystem.

LOosungen

Ohne ein lineares Gleichungssystem (LGS) |6sen zu miisaan,rkan Uber die Berechnung der
Determinante der Koeffizienten Matrix bereits wichtige agen tUber das LGS treffen.
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besiltozen(i)mme lineares Gleichungssyst inhomogenes LG
eine Lésung! A-x=Db b#0
Y Y
[ Determinante de Determinante deE]
Koeffizientenmatri koeffizienten Matri
det A det A
det A =0
Keine oder
Y unendlich
Y det A # 0 viele Lésungen
det A # 0 detA =0 Es existiert ok
Es existiert nur Es existieren auch genau eine Losun weitere
die triviale Losun nichttriviale Lésunge U Untersuchunge
x=0 (unendlich viele) Cramer-Regel! notwendig

g

Cramer-Regel

Immer wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix urggfieNull ist, hat das Gleichungs-
system eine eindeutige Losung. Im Falle des homogenen L&kt man dann nicht weiter zu
rechnen, da nur die triviale Lésung in Frage kommt. Das istLdisung, bei der alle Variablen
null sind k=0). Falls ein inhomogenes Gleichungssystem vorliegt, kaan mit der Cramer-

Regel die Lésung berechnen. Wie man das macht wird nun gezeig

Das Gleichungssystem - x = b hat eine eindeutige Losung, wenn die Koeffizienten-
matrixdet A # 0 ist.

» homogenes LGS
Gegeben ist das folgende homogene Gleichungssystem.hEiten Sie, ob es eine
eindeutige Lésung besitzt.

3z1 +4x2 =0
lz1 4+ 522 =0
A-x=b

£ 9(2)-()
= 9

‘:15—4%0

Lésung:

3 4
1 5

Da die Determinante der Koeffizientenmatrix ungleich nst] hat das LGS eine ein-
deutige Losung. Diese kann im Falle eines homogenen Glegssystems aber nur
z1 = 0 undz2 = 0 (alsox = 0) lauten, denn dies istimmer eine Lésung eines homo-
genen Gleichungssystems. Es existieren aber keine an@fgcantrivialen) Losungen.

— det A =
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Fur jede Variabler; des Gleichungssystem wird eine Determinante gebildetjrdder i-ten
Spalte den Vektob anstelle der Zahlen der Koeffizientenmatrix besitzt.

Cramersche Regel
Ein lineares Gleichungssystem mitVariablenz; unddet A # 0 ist gegeben:

A-x=Db

In der Koeffizientenmatrixd wird diei-te Spalte durch den Vektarersetzt. Die hieraus
gebildete Determinante bezeichnen wir mit:

det A;
Fir die Losungk = (z1, x2, ..., z») gilt dann:

o — det A;
T detA
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» Cramer Regel
Gegeben ist das folgende inhomogene GleichungssystereciBen Sie die Losung.

3z, +4x9 =2
1z, + 522 =0
A-x=Db

G o) (5)-=(3)
+=( )

‘:15—4:11

Losung:

3 4

:>detA:‘1 5

Wir bilden die Determinantedet A; unddet As, indem( (2) ) die jeweilige Spalte

der Matrix A ersetzt.
2 4

detAlz‘O 5‘:10
3 2
detAzI‘l 0‘2—2
Hieraus folgt fiir die Lésung:
2 4
|05 10
R FIVTRRT]
1 5
3 2
. 1 0 2
BT R
1 5
L . (10 : : )
Damit gilt dasx = 7 _9 die Gleichung l6st.

10.4.1 Quiz

Berechnen Sie die folgenden Aufgaben.
3 7
L (5)+(5)
2 7
= (5)-(3)

2 7 .
. o .
3.4 <4>7v (5).Wa5|stu U7
~ 2 - 7 P
4. 4= 4 7= 5 . Was lang ist; und v?

5. Normieren Sie den Vektar = ( i ) 2.
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6. Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Matrizen einanders sind.

7. Sind die folgenden Vektoren eine Basis fur die Ebeﬁ&?( 3 ) ,U = ( g )

8. Sind die folgenden Vektoren ein VONS?
U= < cos¢ ) ,U = ( —sing ),wobeiqb ein beliebiger aber fester Winkel ist.

sing oS}

9. Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren ein VONS sind.

1 0 0 0
€1 = 0 € = ! €3 = v unde; = 0
o |’ o |’ 1 0
0 0 0 4

10. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen
1 0 2 8 2 4 224 274
0 1/)’\4 12)°\7 3)’ 47 3,00 7 3
1 5 3 1 5 3
11. Losen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel, das folgeh@&s.
3 7 . X1 o 6
1 5 o o 0
12. Losen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel das folgends.LG
3 7 . X1 o 1
1 1 T2 - 1

13. Losen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel das folgends.LG
2 7 4 X1 1
1 9 2)- T2 = 2
3 5 6 T3 3

Wir stellen wichtige Eigenschaften von Polynorheasammen. Insbesondere im Kapitel “Kom-
plexitat” werden sie benétigt werden, um das Laufzeitviéeimavon Algorithmen abzuschatzen.
Beispiele fiir Polynome sind:

10.5 Polynome

lvon griech. polyyiel und griech. nomoSatz Demnach ein Gebilde, das viele Satze (hier Terme) enthalt.
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» Beispiele: Polynome

fl)=a+1 1. Ordnung (Grades)

f(x) =2 +3122+2 2. Ordnung (Grades)

f@)=2*+42° +32+3 3. Ordnung (Grades)

f(z) =4.322* + 62> + 32 + 32 + 22 4. Ordnung (Grades)

f@)=22"+42" +62° +42° + 3z +1 5. Ordnung (Grades)
(

Die hochste Potenz bestimmt den Grad (oder auch die OrdriesyPolynoms. Die
Zahlen, die vor den Potenzen stehen, nennt KeeffizientenEs missen nicht immer
alle Koeffizienten von null verschieden sein, wie das né&cBsiispiel zeigt:

flx) =z +=
ist ein Polynom dritten Grades. Der Koeffizient der zweiteteRz muss hier null sein,
da er in der Funktion nicht erscheitit (z?).
Ein allgemeines Polynom dritten Grades kann man so schmeibe
flz) = asx> +asz’+ a1+ ao

Die a; nennt man Koeffizienten.
Ein allgemeines Polynom-ten Grades wird dann so geschrieben:

f@)=anz" + an_1 " '+ .. 4aiz+ao n-ter Ordnung (Grades)

Oder eleganter mit dem Summenzeichen:

f@) =) ara"
k=0

» Beispiel: Polynom 2-ten Grades, Summenzeichen
Dies ist auch eine Ubung fiir das Summenzeichen.

2
f@) =3 awat
k=0

f(x):a2m2+a1m1+aoac

f(x) = a2 22+ a1z -+ ao dennz' = z undz® = 1

0

» Beispiel: Koeffizientenbestimmung
Fir ein gegebenes Polynom (hier 4. Grades) lassen sich ¥argleich die Koeffizien-
tena; ablesen.
flz) = 6z +342% +4z" +54
= ap = 5470,1 :4,a2 :34,a3 :O7a4 =6
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Qualitatives Verhalten

Wenn man nur am qualitativen Verhalten des Polynoms irg@wsst, also wie sich die Funktion
fuir groRe oder kleine Werte verhalt, dann stellt sich herdass der hochste Grad das Verhalten
wesentlich bestimmt.

f(l"):a5505+a4£64+a3563+a2:c2+a1:c+a0

5 a4 as a2 ai ao

Fur groRe x werden diese Terme immer kleiner!
5
f(z) ~asz”

Fir groBex gehen alle anderen Terme gegen Null, so dass ledighici? das Verhalten be-
stimmt. Wir geben ein Beispiel:

X Polynom héchste Potenz hogise Poenz
fix)=2*+222+3z g(z) =2 %

1 6 1 0.166666

10 1230 1000 0.8130081

100 1020300 1000000 0.9801039

1000 | 1002003000 1000000000 0.99998

0% | .. ~1

In der letzen Spalte wurde das Verhéltﬁ% der beiden Gleichungen aufgetragen. Dieses Ver-
héltnis nahert sich immer mehr dem Wert eins, so dass diehdidsdriicke immer gleichwer-
tiger werden.

Das bedeutet, dass es je nach Anwendungszweck in der Pradgtens einen Wert fur gibt,

ab dem es gendigt, lediglich die hdchste Potenz und ihrerfikieeten zu betrachten.

Verhalten im Unendlichen

Alle Funktionswertef (x) von Polynomen zeigen ein sehr einfaches Verhalten, wenWdiée
vonz z. B. sehr grol3 oder immer kleiner werden.

* Tr— 00

Man sagt; geht gegen plus unendlich, wenn die Werte ¥ammer gro3er werden
sollen.

* T — —00

Und man sagty geht gegen minus unendlich, wenn die Werte xammer kleiner
werden sollen.

Im Unendlichen kann ein Polynom nur einen von zwei Wertereamen, entwedefoco oder
—OQ.
Alle moglichen Falle sind in der Tabelle aufgelistet.

Grad des Polynoms a, lim f(z) lim f(z)

T—>00 T——00
gerade >0 oo 00
gerade <0 -—-o0 —00
ungerade >0 o —00
ungerade <0 —o0 00

Der Leser mdge sich alle aufgefiihrten Félle vergegenwértig

Das Verhalten eines Polynoms im Unendlichen ist durch debst@ Potenz (Grad) und
ihren Koeffizienten festgelegt.
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Die O-Notation

Wenn man verschiedene Funktionen oder Polynome dahindettmthatzen muss, wie schnell
ihre Funktionswerte groRer werden (wachsen) bzw. welcim&tian schneller wachst, dann be-
dient man sich de-Notation. Als Symbol wird dabei der Gro3buchstaBeerwendet.

» Beispiel: O-Notation
Wir betrachten vier Polynome

fo(z) =8 konstante Funktion (0-ten Grades)
fi(z) =02z +2 lineare Funktion (1-ten Grades)
f2(z) = 0.082% + 0.5z (2. Grad)
f3(z) = 0.0022° — 10 (3. Grad)

BILD polynome

Firz = 20 ist fo noch groRRer als das Polynom dritten GradesAber fiir allex > 22
besitzt f3 immer den gré3ten Funktionswert.

Diesen Sachverhalt driickt man so aus:

fo(z) € O(1) gesprochen;fy () ist von 1. Ordnung.
fi(z) € O(x) gesprochenif; (x) ist von der Ordnung:.
f2(z) € O(z®) gesprochenys(z) ist von der Ordnung:”.
f3(z) € O(z*) gesprochenys(z) ist von der Ordnung:®.

Eine Funktion, die beispielsweise &(1) gehort, istimmer ab einem bestimmten Wert
von z kleiner als z. BO(z).

Wir betrachten zwei Funktionefi(xz) und g(z) und schreiben:

f(z) € O(g(x)) gesprocheny (z) ist von der Ordnung(x)
oder

f(z) = O(g(z)) gesprocheny(z) ist von der Ordnung(z),

Wenn ab einem gewissenWert und fiir eine Konstanteimmer gilt, dass

|f(2)] < clg(z)] ist.

Man verwendet auch das “="-Zeichen, obwohl das eigentladhch ist, denn es soll lediglich
ausdriicken, dass die Funktion von einer gewissen Ordnting,. is., es handelt sich nicht um
eine Gleichung im mathematischen Sinne.

Wir sehen uns ein Beispiel an.
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» Beispiel: f(z) € O(g(x))

f@)=92>+2x+1
g(x) =2’

Wenn wirc = 10 wahlen, dann gilt, dass fur alle > 2 die Funktiong(x) groRer als

f(z)ist:
|f(@)] = clg(z)]
bzw.
|f(z)| < 10|g(x)|] ,wennz > 2ist.

Also ist f(z) € O(g(=)) und dag(z) = = ist, schreibt man:

f(z) € O(=*)
f(z) ist von zweiter Ordnung, d. hf, wéchst quadratisch.

Mehr uber dieD-Notation erfahrt der Leser im Kapitel "Komplexitat®.

Ldsen von Polynomgleichungen

Es existieren nur Lésungsformeln, bis zu Polynomen vieGesdes. Am bekanntesten ist die
p/q-Formel fur Polynome zweiten Grades. Fur Polynome flnftead@s muss man eine L6-
sung raten. Wenn das nicht gelingt, werden Polynome in dgelReit dem Computer numerisch
gelost.

10.6 Funktionen und Umkehrfunktionen

10.7 Logarithmus

Wir stellen die Rechenregeln fiir den Logarithmus zusamriéndie Informatik spielt der Lo-
garithmus zur Basis 2 eine wichtige Rolle. Er wird z. B. bégtdtim den Informationswert einer
Nachricht zu bestimmen.

Wir gehen von der folgenden Gleichung aus:

y=20"

Diese Gleichung ermdglicht eg,zu berechnen, wenn undb bekannt sind. Mithilfe des Loga-
rithmus ist man in der Lage anstatty zu berechnen. Dafiir miissen ddnund y bekannt sein.
Das schreibt man folgendermaf3en:

xz =10g, y
Und liest es:

Der Logarithmus vony zur Basisb ist gleichz.

< Die Zahlb nennt man dabei die Basis des Logarithmus.
* Mitlog,, = log bezeichnet man den Logarithmus zur Basis 10.

* Mit log, = Id bezeichnet man den Logarithmus zur Basis 2. Id stehtdgarithmus
dualis, d. h. Logarithmus fir die duale Basis.

Fir den Logarithmus gelten folgende flinf Rechenregelndiérwir anschliel3end Beispiele
geben:
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* clog, z = log, z°. Einen Exponenten im Logarithmus darf man nach vorne
ziehen.

* log, (z-y) = log, = + log, y. Ein Produkt darf man additiv auseinanderziehen.
* log, 2= log, =z — log, y. Ein Quotient lasst sich in eine Differenz umschreiben.
* log, 1 = 0. Der Logarithmus von 1 istimmer 0.

* log, b = 1. Der Logarithmus vorb zur Basisb istimmer 1.
D. h., es gilt jeweils fur den 10er bzw. 2er Logarithmus:,|p80 = 1 und ld2 =
1.

4logz = logz*

ldz™ = 7ald z

d32 =1d2° =5Id2 =5
Dalogb = 1ist hier Id2 = 1.

log (3z) = log3 + logz

ld 22° = Id 2 + 3logz
Hier wurde zusatzlich der Exponent 3 nach vorne gezogen.

log % = log1000 — log70 = log10® — log70 = 3logl0 — log70 = 3 — log70

Abschlief3end zeigen wir, wie man Logarithmen, die in veisidnen Basen gegeben sind,
ineinander umrechnet. Wir gehen wieder von der Gleichyiag b” aus und wéahlen zwei ver-
schiedene Basen, mit denen wir die Gleichung nacmstellen.

log,y y

y="b" & log,,y =log,,b" = zlog, b=z = 100, b
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also
— logyo y
log,, b
Analog bekommen wir die folgende Gleichung, bei der wir diakden Logarithmus zur Basis
2 wéahlen.
_ log, y
log, b
Wenn wir jetzt die beiden Gleichungen gleichsetzen, eghaltir die gewlinschten Beziehungen
zwischen den Logarithmen.

log,,y _ log, y
log,, b log, b
_ log,eb

log,yy = log, b - 100,y
P

Wir schreiben flir log, = log und fir log, = Id und setze = 2.
log2 '
1

logy = 0.30103 - ld y
Damit ergibt sich der Umrechnungsfaktor zu g

logy = Idy

10.7.1 Quiz

Welche Aussage(n) sind richtig?

. 1d1024 = 1d 2%°

. 1d28 =8Id2 =38

—-ld =0

. Id% mit p = 1/n ergibt n

A w N R



10.8. TUPEL 405

10.8 Tupel

Der Begriff des Tupels wird in der Informatik haufig verwehded zwar immer dann, wenn
geordneteListen oder &hnliches eine Rolle spielen. Die Definition Teringmaschine (oder
anderer Automaten) kommt nicht ohne ihn aus. Ein Tupel isedéediglich eine Liste von
irgendwelchen Objekten.

Tupel= (Objekt,, Objekt,, ..., Objekt, )

Die obige Definition hat: Objekte. Deshalb sagt man, es isteifupel. Andere Bezeichnungen
fur die Objekte sind, z. B., Komponenten, Elemente oderr&ig.

» Beispiele fir Tupel

Th = (21, 22) =2-Tupel, da zwei Komponente enthalten
T = (21, z2,3) =3-Tupel, da drei Komponenten enthalten
T, = (z1, 2, ...,zr) =k-Tupel, da k Komponenten enthalten

‘2-Tupel (a, b) nennt man auch Paar und zwar geordnetes Paar, weil die Redeen
berlcksichtigt wird.

Wir stellen die Eigenschaften zusammen:
 Tupel werden durcli) runde Klammern gekennzeichnet.
« Die Reihenfolge der Komponenten ist wichtig, wird alsoitmsichtigt.

« Zwei Tupel sind dann gleich, wenn sie in allen KomponenteteiuBericksichtigung der
Reihenfolge Uibereinstimmen.

Einige Tupel haben besondere Namen:

2-Tupel (a1,a2) ist ein Paar
3-Tupel (a1,az2,as) ist ein Tripel
4-Tupel (a1, a2,as,as) ist ein Quadrupel
5-Tupel (ai1,a2,as,as,as) istein Quintupel

Anmerkung:
Es gibt drei wichtige Unterschiede zwischen Tupeln und Meng

1. Tupel werden durch) runde Klammern, Mengen hingegen dufghgeschweif-
te Klammern gekennzeichnet.

2. Bei Tupeln spielt die Reihenfolge der Komponenten einkeRBei Mengen gibt
es keine Reihenfolge der Elemente untereinander.

3. Tupel kdnnen auch zwei oder mehrere gleiche Elementalksh Mengen hin-
gegen haben keine doppelten Elemente.

» Beispiel: Gleichheit von Tupeln

Die Tupel(a,b) # (b,a) aber(a,b) = (a,b), da die Reihenfolge mit beriicksichtigt
wird.

Die 3-Tupel (Tripel): (2,3,5) und (5,3,2) sind ebenfallss@hiedenen.
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» Beispiel: Artikelliste

Tupel eignen sich hervorragend, um mehrere Ergebnisse ntétachiedlichem Typ
zuriickzuliefern oder bestimmte Ausgangskonfigurationeheschreiben.

Artikelliste T4 = ( Anzahl, Preis, Artikelnummer )

Ta = (2,2.95,89344)

T4 ist z. B. ein Artikel mit der Nr. 89344 der 2,95 kostet und von dem noch 2 Stiick
auf Lager sind.

» Beispiel: Architektur
Wir zeigen, dass “Das Haus vom Nikolaus“ sich elegant dunsHL@-Tupel (lies: 10-
er-Tupel) beschreiben lasst.

BILD

Zuerst werden funf 2-Tupel (Paare) gebildet.
P, = (0,0)

P, = (1,0)

Ps=(1,1)

Py =(0,1)

Ps = (0.5,2)

Diese Tupel repréasentieren die Koordinafeny) des Hauses.

Damit ergibt sich das 10-Tupel:

Haus des NikOlaUngaus = (.[:)17 P3, P4, Pz, P1, ,P4=7 .[:)57 .[:)37 .[:)27 Pl)

Gezeichnet wird ausgehend von der ersten Komponente idgetanien bis zur letzten
Komponente. Vertauschen Sie zwei Komponenten, die hieRaligpeln bestehen, ist
in der Regel die gesamte Architektur des Bauwerks zerstort.

» Beispiel: Tripel aus Zahlen und Funktionen

Das Tripel(2, f(z) = =® + 3, 7) besteht aus einer Zahl, einer Funktion und wieder aus
einer Zahl. Die dritte Zahl ist dabei der Funktionswert, sieh aus der ersten Kompo-
nente hierf(2) ergibt.



